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Is there an analogous result to Mayʼs Theorem for single peaked 
preferences?　In other words, is the majority rule the only social welfare 
ordering （on the domain single-peaked preference） meeting all properties 
（ ）, （ ）, and （ ）?
（ ）  It aggregates any proﬁle of single-peaked preferences into a single-
peaked collective preference.
（ ） It is monotonic and satisﬁes IIA.




























 選好 が推移的（ transitive）であるとは、異なる選択肢 に対して、 かつ
であれば、 が成り立つことである。
 3） Moulin［₉, ₁₀］を参照せよ。
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Rubinstein and Fishburn［₃, ₁₂］では多くの集計問題を統合して扱うことので
きる一般理論を代数的基板の上に構築した。彼等のモデルでは、集計作業の定



















記号法： を整数からなる有理整数環とする。 を整数 を法とする商環
（剰余環）とする。 が素数の時、 は有限体となる。それを と書く。
の加法と乗法を ,  であらわす。 を体 ﬁeld とする5）。 上の 次ア
フィン空間を と書く。
を非空で有限個の選択肢の集合とする。 を個人の集合で、個人の数





 5） 上のアフィン 空間は の 個の組からなる集合である。詳細は、Hartshorne［₅］を
参照せよ。
 6） を集合とするとき、 は の濃度（要素の数）を表す。
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 7） 記号法 は の否定命題である。（  and ）, （  and ）, （  











は次の条件 （I） と （T） を満たすと仮定する。
（I） 任意の に対して、 は反転公式を満たす。つまり、
（T） 任意の異なる 、について、 は⑴または⑵を満たす。
には異なる選択肢に無差別関係を含まない選好 が含まれる。同様にし
て にたいして、対応する が存在して、条件 （I） と （T）-⑴を満
たす。ここで、 が任意の に対して成立する9）。
次のように の部分集合 を定義する。
は （I） と （T） を満たす ,
.
明らかに、 と はそれぞれ と に同型（ isomorphic）である。
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イルである。 とすれば、選好プロファイルは  
と同一視される。ここで の行列 を、その第  
要素 を第 個人の選択対象の組 に対する選好値 であると定義す
る。選好プロファイルは は行列 に他ならない。第 個人の選
好は であり の第 列ベクトル と一致し、選択対象
についての選好プロファイル は の第 行ベクトル となる。
つまり、
である。以下では、 と そして と とを区別しない。
2．2 社会厚生関数
の部分集合 上で定義され、 を値域とする社会厚生関数 は選好
プロファイル に対して、列ベクトル を対応させる関数であ
る。それを
と書く。ここで、 は の第 要素である、 。明らかに、 は（I）
（反転公式）と （T）（すなわち、⑴または⑵）を満たしている。
定義 １ 　社会厚生関数  について次の用語を定義する。




（P）  がパレート性を満たすとは任意の について、 の第 行
resp. であれば、 resp. となることであ
る。ここで、 かつ であ
る。
（IIA） と （P） を満たす社会厚生関数 をアロー的である（Arrovian）
と呼ぶ。
任意のアロー的社会厚生関数 に対して、ベクトル関数 , 
が存在して、任意の について
となる。 の定義域は各個人の に対する選好プロファイル
であり、値域は である。（IIA） によって、関数 の定義域を狭めることが








（SIV）  任意の選択肢の組 と に関する任意の選好プロファイル
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に対して




上 の 線 形 順 序 と す る。 必 要 な ら 番 号 の 付 け 替 え を 行 っ て、
となるものとする10）。厳密な選好 が 上







（SP）  任意の ₃ 個の異なる選択肢 を取り上げる。ただし、
を満たすものとする。このとき
10） 上の線形順序 とは完備で推移律を満たし、かつ、 かつ






実際、 が単峰的であれば （SP） を満たすことは明らかである。




である。  なら、任意の , について と




上のある線形順序のもとで、各  は （SP） を満たす
である。選好 が単高原的（ single-plateaued）と呼ばれるのは、 上の
線形順序 があり（ , ）、ある自然数
, が存在して、
が満たされることである。
社会厚生関数の定義域を とするとき、値域が の場合と、 である
場合に応じて、次の二つの定理が得られる。
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系 １ 　 を単峰的な選好プロファイルの集合 を定義とし、値を にと
るアロー的な社会厚生関数とする。このとき、各 にたいして、
は単峰的となる。
系 ₁ は序で紹介したムーランの課題（ ）への解答である。定理 ₁ は単峰
的な選好にドメインを持つどのようなアロー的社会厚生関数も値を に持つ
なら、ほどんど単峰的であること、表現を変えれば、最小限の単高原性を有す














（A）  任意の と任意の にたいして、 を の要素を並び替
えたものとする。 が匿名性を満たすとは、次が成り立つことである。
（C） が共変的であるとは、任意の と任意の について、
かつ
が成り立つことである。
匿名性は、通常、条件 （A） で表される。一方、条件 （C） はMay［₈］の中立性









11） 本稿で採用している （C） は の定義域が制限されているという点でMay［₈］の中立性よ
り弱い条件である。
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定理 2 　 を定義域とし、 を値域とするアロー的社会厚生関数におい
て、次の （ i） と （ ii） は同値である。
（ i） は厳密な多数決である。
（ ii） は匿名性 （A） と共変性 （C） を満たす。
定理 ₂ は次のように解釈できる。 とする。
（Case １： が奇数の時）中位投票者の定理は多数決が定義域を をより
狭めた （A） と （C） を満たすアロー的社会厚生関数である。定理 ₂ は一
般的な定理となっており、その逆も含んでいる。さらに、これは序にあ
げたムーランの課題 （ ）、（ ）、そして （ ） へのわれわれの解答で
ある。
（Case 2： が偶数の時）多数決は引き分けに終わることがある。このとき、
定理 ₂ の「（ i）  （ ii）」の部分は形式的に真（vacuously true）である。
さらに、定理 ₂ の一方の命題「（ ii）  （ i）」についても、やはり、形
式的に真となる。実際、以下に示される補助定理 ₂ 、 ₃ によって、条件 
（C） のもとで、 の値は単峰的となる。さらに、 として、
とする。 を の選好プロファイルとすれ
ば、（A） と （C） とが矛盾する。したがって、命題 （ ii） の真理値は偽で
ある。
定理 ₂ の成立に条件 （C） がどのような役割を演じているかを説明しておき
たい。そのために、次の用語を定義する。




（M）  が単調, monotonicであるとは、任意の と任意の につい
て ならば となる任意の に対
して
 となることである。
（N）  が中立的 neutralであるとは、任意の 、任意の  
に対して次が成り立つことである。
（M） は次を要求している。 を異なる選択肢とする。ある個人の集団が



















補助定理 １ 　 を を定義域とし を値域とするアロー的社会厚生関数
とする。 が （N） を満たすなら （M） が成立する。
補助定理 ₁ は、条件 （N） がムーランの課題 （ ） への今ひとつの解答である。
補助定理 2 　 を を定義域とし を値域とするアロー的社会厚生関数
とする。 が （N） を満たすなら、任意の にたいして、 は単
峰的である。
補助定理 ₂ では社会厚生関数の値が単高原的とはならないという点で、定理
₁ と違いを持つ。補助定理 ₂ と定理 ₁ はムーランの課題 （ ） と深く関わって
いる。
補助定理 3 　 を を定義域とし を値域とするアロー的社会厚生関数
とする。このとき、 が （C） を満たすことと （N） をみたすことは同値である。
補助定理 ₃ によって、 を定義域とし を値域とする （C） を満たすど
のようなアロー的社会厚生関数にたいしてもある関数 が存在
して、任意の と任意の に対して となる。
定理 2 の証明
アロー的社会厚生関数 による順序づけが厳密な多数決決定と一致するな
ら、（C） と （A） を満たすのは明らかである。証明すべきはその逆である。ア
ロー的社会厚生関数 が匿名性を満たし、同時に共変的であると仮定する。
補助定理 ₁ 、 ₃ によって、 は （M） と （N） を満たす。さらに、補助定理 ₂
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によって、 の値は の中にある。したがって、 を定義域、
を値域とする関数 が存在して、任意の にたいして、 である。
任意の に対して、集合
を定義する。ある について であるとする。 を次を満た
すベクトルとする。
定義によって、 である。一方、 は共変性を満たすから、





は、補助定理 ₂ によって である。 と仮定すれば、（C） より
である。しかしながら、 を考
慮すると、（A） と （M） によって、 となる。これは矛盾である。よっ
て、 である。［証了］
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関数 を選好 の代数的表現とする。 を任意の

















₀ または ₁ である。したがって、表のすべては過不足なく次の方程式で表現で
きる。
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集合 に属する ₃ つのベクトルを とする。組 が単峰的
な選好プロファイルとして許容可能であるとは、ある単峰的な選好プロファイ
ル と選択肢 、 が存在して、
となることである。ここで、 は行列 の第 列であり、 は に付属す
る 上の線形順序である。
補助定理 ４ 　ベクトルの組 がある単峰的な選好プロファイルについて






チを示しておく。 について、 , 
 とする。ここで、 は に付属する線形順序である。 を任意の
線形順序とする。いま、 、 とする。そこで、 を
とし、残りの選択肢の組には推移性を保つように選好を定めれば、  
となるように定義できる。図 ₁ には上の と整合的な一つの例が示されてい
る。他のケースも同様に絵に描くことができるが、証明のエッセンスは図に見
ることができる。［証了］
図 １ 　 のケース
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証明　必要性は明らかである。任意の が上の ₃ つの方程
式を満たすとする。 上の線形順序 について、 とす
る。各 について、 ならば または 、
ならば である。したがって、補助定理 ₄ において を構成したのと
全く同じ手続きで、 は によって許容可能となる。［証了］
補助定理 ₅ によって、任意の について、
は で許容可能である。




定理 １ の証明： をアロー的社会厚生関数とする。
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を の選好プロファイル、 を に付属する の線形順序とする。
を に属する異なる ₃ つの選択肢とし、 とする。ベクトル
を 、 とする。各 に対して、
が成り立つ。以下では、許容可能でその中に または あるいはその両










（ ii） 次に となる場合を考察する。組 は に
おいて許容可能であるので、⑴の前半より、
を得る。これは である。組 もまた に
おいて許容可能である。したがって、⑴の後半より、 を得る。
（ iii） 次に、 となるケースを取り上げる。組 は
において許容可能である。したがって、 である。さ
らに、組 は に許容可能であるので、 にいた
る。
（ iv） 最後のケース を取り上げよう。組 は で
許容可能である。これより を得る。さらに、組
も許容可能であるので、 となる。
以上の （ i）－（ iv） の考察によって、 は単高原的であり、最大要素はた
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かだか ₂ である。さらに、 の単峰性の基礎となる の線形順序は選好
プロファイル に付属する線形順序である。［証了］
B.2 補助定理 １ 、 2 、 3 の証明
われわれはこのサブセクションで条件 （C） を満たし、 を定義域とす
るアロー的社会厚生関数の諸性質（補助定理 ₁ 、 ₂ 、 ₃ ）を証明する。 を
の異なる選択肢とする。






を （N） をみたすアロー的社会厚生関数とする。 を相異なる選択
肢とする。 を を満たすベクトルとする。  
を各 について、 であれば を満たすベクトルとする。
条件 （N） より である。 ₃ つのベクトルの組











を の任意の要素とする。 を異なる の要素とする。 ₃ つのベ
クトルの組 は において許容可能である。このとき、補助








（N）  （C） を示そう。 が （N） を満たすとする。 を異なる の要素
とし、 を の任意の要素とする。 となったとする。 ₃ つ
のベクトルの組 は で許容可能である。補助定理 ₄ より、
単峰性を満たす選好プロファイル と に付属する線形順序 が存在して、
、 を満たす。（T） より、
12） このように 上の線形順序をとることができるのは、補助定理 ₄ による。
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である。さらに、（N） より である。
これと同じ議論を のケースにも適用可能である。
（C）  （N） を示そう。 を共変的であるとする。最初に、任意の相異なる
、任意の について、 であれば
となることを示そう。
とする。 ₃ つのベクトル は で許容可能で
あるので、補助定理 ₄ より、単峰性を満たす選好プロファイル と に付属
する線形順序 が存在して、 、
とできる。（T） と （C） によって、 である。さらに、 ₃
つのベクトル は 上の同一の線形順序を有する単峰形選好プ
ロファイル のもとで許容可能で、 かつ , , 
とできる。したがって、（T） と （C） によって、
が得られる。 のケースにも全く同じ議論を繰り返すことがで
き、 である。
次に、任意の , について、 であれ
ば となることを示そう。 上の線形順序 を 、
かつ を満たすと想定できる。 であれば、 かつ
であるので、上の結果から である。
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ABSTRACT
We construct an algebraic model of social choice theory in this paper.　
We show that the ordering by majority voting is identical with that by an 
Arrovian social welfare function on the domain of single peaked 
preference proﬁles under the assumptions of anonymity and covariancy.　
The condition “covariancy” is a weak version of Mayʼs neutrality and 
plays an very important role in this paper.　Furthermore, we give 
answers to two more questions Moulin ［₁₀］ raised as knotty problems to 
incorporate single peaked preference into Arrovian theory.
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